
В предельной ситуации bx =b2 = b3 = b существуют интегрируемые случаи, 
о п р е д е л я е м ы е д в у м я с в я з я м и 

(19) схс2с3(с3

2 - с х

2 ) = а х - а 3 , схс2с3(с2

2 - с3

2) = я 3 - а2 

и содержащие п о э т о м у пять с в о б о д н ы х параметров . К о э ф ф и ц и е н т ы a,-, х имеют в и д 
( 1 5 ) , |8i = с3ах \с2, 0 2 = с3а2/сх, у = 0 . Аналогично п р е д ы д у щ е м у уравнение Эйлера 
(3 ) при выполнении связей (19) имеет дополнительный интеграл 

(20) I^(ax-a3)(Mx +c3Kxlc2)2 +(а2-а3)(М2+с3К2/сх)2 

и я в л я е т с я п о э т о м у вполне и н т е г р и р у е м ы м по Л и у в и л л ю . 
Математический институт им. В.А. Стеклова 
Академии наук СССР, Москва 

ЛИТЕРАТУРА 
Х.Стеклов В А. О движении твердого тела в жидкости. Харьков, 1893. 2.Ляпу­

нов AM. - Сообщ.Харьковск.матем.общ-ва, 1893, т. IV, вып. 1, 2. З.Новиков СП. - Функц. 
анализ и его прилож., 1981, т. 15, №4, с. 37 -53 . 4.АрнольдВМ Математические методы клас­
сической механики. М.: Наука, 1974. 5. Чаплыгин СА. О некоторых случаях движения твер­
дого тела в жидкости. М.: Университ. типография, 1897. 6. Колосов Г.В. - Изв.Российск. 
Акад. наук, 1919, с. 1-6. 

Поступило 
22 XI1982 

УДК 517 .946 :519 .46 М А Т Е М А Т И К А 
B.C. ДРЮМА 

О Б ИНТЕГРИРОВАНИИ Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К О Г О УРАВНЕНИЯ 
К А Д О М Ц Е В А - П Е Т В И А Ш В И Л И МЕТОДОМ О Б Р А Т Н О Й З А Д А Ч И 

Т Е О Р И И РАССЕЯНИЯ 

(Представлено академиком СП. Новиковым 10 V 1982) 

1. В работе [1] выведено нелинейное уравнение д л я поверхностных в о л н в 
ж и д к о с т и , х а р а к т е р и з у ю щ и х с я м а л ы м о т к л о н е н и е м от осевой с и м м е т р и и : 

/ 1 \ Э / ^ иххх м \ 
(1 ) _ ^ , + t t n x + _ + _ J 2t2 Ъу2 

где а — произвольный численный параметр . Это уравнение я в л я е т с я " д в у м е р н ы м " 
аналогом известного цилиндрического уравнения К о р т е в е г а - д е Фриза (КдФ) [2] 
и по характеру своего приближения относится к у р а в н е н и я м типа Кадомцева—Пет-
в и а ш в и л и [ 3 ] . Последнее замечание подтверждается еще и тем, что к уравнению 
(1) в о з м о ж н о применение метода обратной задачи теории рассеяния [ 3 ] . 

L, А -представление д л я уравнения (1) з а п и ш е м в ф о р м е Захарова-Шабата 

(2 ) 
9 7 9

 А 
а - L, —-- А 

Ъу Ы 
= 0 

с операторами L и А вида 

Ъх2 3 6 

< 3 > 
А = 

дх Ъх3 Ъх \ 2 2 t j y / 
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Представление уравнения (1) в форме ( 2 ) , (3 ) относится к типу представле­
ний с нестандартной операторной структурой ввиду явной зависимости оператора L 
от переменных дс и t ( ср . с [ 4 ] ) . Известно [ 5 ] , что в этом случае задача интегриро­
вания соответствующего нелинейного уравнения обладает некоторыми особенностя­
ми по сравнению со стандартной схемой метода обратной задачи. 

2. Для построения простейших классов решений уравнения (1 ) воспользуем­
ся теорией дарбу-преобразований, развитой в работах В.Б. Матвеева применительно 
к нелинейным уравнениям, интегрируемым при помощи метода обратной задачи 
(см. [ 6 ] ) . 

Легко видеть, что система уравнений 

(4) 

Ф( = -2Фххх-иФх - (-у + | г / Чн<**)^. 

отвечающая представлению ( 2 ) , инвариантна относительно преобразований вида 

(5) 

U = U + 6 — ? In ^ ! , 
Ъх2 

где фх и ф2 — линейно-независимые решения системы ( 4 ) при некотором фиксиро­
ванном выборе функции и(х, у, г ) , являющейся решением уравнения (1 ) . JV-кратное 
применение преобразований вида (5 ) приводит в данном случае к общей формуле 
для преобразования "затравочного" решения и в некоторое другое 

(6 ) SN = u + 6 — - l n d e t ^ , 
Ъх2 

где AN — матрица с матричными элементами ац - а ф{ линеино-независи-
dx>~1 

мые решения системы ( 4 ) , отвечающие заданной функции и (х, у, г ) , / , / = 1 , 2 , 3 , . . . 
. . . tN— 1. Приведем несколько примеров использования указанной схемы для на­
хождения решений уравнения ( 1 ) . 

3 . а) К л а с с ы р е ш е н и й , п о р о ж д а е м ы е т р и в и а л ь н ы м р е ­
ш е н и е м и = О и с х о д н о г о у р а в н е н и я ( 1 ) . В этом случае система урав­
нений (4) имеет вид 

<*Фу=*фхх --гф, 

(7) 
Фt = -2Фххх-

Ее решениям с разделяющимися переменными 

Си 
(8 ) 

" х + 6РЬ ' 

LVS? J 
ехр 

отвечают согласно (6 ) решения уравнения ( 1 ) , не зависящие от переменной jy, т.е. 
решения цилиндрического уравнения КдФ. Решения более общего вида 

1 6 



С2

 ХУ 
^ = - 1 - / A i 

где Ai , Bi — символы функций Эйри, с,- - произвольные постоянные, приводят к ре­
шениям уравнения ( 1 ) , зависящим от всех переменных. 

б) Д р о б н о - р а ц и о н а л ь н ы е р е ш е н и я и и х о б о б щ е н и я . 
Простейшие представители этого класса решений уравнения (1) строятся на основе 
"затравочных" решений вида 

( Ю ) . - " 2 . 
где у - параметр. Данному случаю отвечает согласно (4 ) система уравнений 

I -а х + УУ ! ( 1 j. в У * \ I * г = - 2 * « , 2 T * * - U + «О*-
Ее решение удобно представить в виде формального степенного ряда по перемен­

ным у и £ = х \ЩТ 

( 1 2 ) ' • ^ - Й ? - " ' [ Ь « ] -
Функция 2?(|) при этом удовлетворяет уравнению 

(13) в ш + ^ в = о. 

При 7 = 0 р я д ( 1 2 ) обрывается и дает решение системы (11) вида 

( 1 4 ) ф = -щ [осах2 + otbxy/F + 2aty + ct], 

a,b, с - произвольные постоянные. После подстановки (14 ) в (5 ) получаем простей­
шее дробно-рациональное решение уравнения ( 1 ) . 
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